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0.0.1. Problema 1

1. Un electrén de energia cinética 12,2 eV colisiona con un atomo de hidrégeno en un tubo
de descarga. Encuentre el nivel de energia al cual el electrén del hidrogeno sera excitado.

2. Calcule las posibles longitudes de onda que podran ser emitidas por el hidrégeno excitado
al volver el electrén al estado fundamental. ;Cudal de estas longitudes de onda estara en
el espectro visible?

3. En los tubos de nedn se aceleran electrones gracias a la diferencia de potencial establecida,
ellos impactan sobre dtomos de Ne excitando algunos de ellos al estado 2p°3p!. ;Cudl es
la longitud de onda de la emisién? ; Puede el dtomo pasar del estado 2p°3p' al estado
fundamental directamente (emisién esponténea) ?
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0.0.2. Solucién

1. La energia del electron en el enésimo nivel de energia del atomo de Hidrogeno esta dada

por:

~ —13,6eV

E, = 72 (1)

n2
Donde Z es el nimero atémico, en este caso Z=1 para el hidrégeno. Ademas, la energia
cinética presente en el electrén serd igual a la energia transferida al electrén del hidrégeno:

EK - En - EO (2)



La energia fundamental en el caso del hidrégeno es de -13,6 eV. Asf:

—13,6eV
Ex = —22"C 113,6¢V (3)
n
Luego:
13,6eV

N et S 4
" \/13,66V—EK (4)

Substituyendo el valor dado de EFx = 12,2 eV obtenemos que:
n=312 (5)

Por lo tanto, el electrén sube hasta el tercer nivel de energia del dtomo de hidrégeno (ya
que n debe ser entero). De esta manera, no toda la energia cinética serd absorbida sino
que solo una parte dada por:

—13,6

Luego el electrén guarda una parte de su energia, dada por:
Ef=Ex —AE=122eV —12,09¢V = 0,11V (7)

. El electrén puede volver al estado fundamental desde n=3 a n=1 o bien pasar por un
nivel intermedio, es decir de n=3 a n=2 y luego a n=1.

Para la primera transicién (de 3 a 1) tendremos:
—13,6eV  —13,6¢eV

AEgl = 32 12 = ]_2, 09eV (8)
Para encontrar la longitud de onda emitida hacemos:
AEgl =hy = hi
A3l
c 3,0 x 108
As1 = h = (6,626 x 107 J :
s =hyp, = (6,626 5 12,0071, 062 x 109 J eV}

A31 = 1,03 x 107" m = 103 nm

Esta longitud de onda no esta en el espectro visible. Para la transicion: n=3 a n=2 a n=1
, dos longitudes de onda diferentes de luz serén liberadas:

—13,6eV  —13,6eV

AE32 = 32 92 = 1, 889 eV
Aag = hA;32 — 6,57 x 10~ m = 657 nm

Esta longitud de onda si es visible (rojo). Para la transicién de 2 a 1 se tiene que:
—13,6eV  —13,6¢eV

AEQl == 22 12 == ]_0, 2eV
C
Ao1 =h
21 AEQI

Aot =1,22 x 107" m = 122nm
Esta longitud de onda no es visible.

. La longitud de onda de la figura, de 600 nm aproximadamente, es roja. Si la transicion
involucra un fotén el nimero cudntico [ debe cambiar. La transicién 2p°3p' a 2p° no
cambia el niimero [, por lo que no es una transicion permitida.



0.0.3. Problema 2

Suponga que para el atomo de He el nivel de energia cero estd tomado cuando los dos electrones
estacionarios estan infintamente separados entre ellos y del nicleo (He™ ™). Estime la energfa
(en eV) de los electrones del dtomo de He, despreciando la interaccién entre los electrones, es
decir, despreciando la energia potencial debida a la repulsion eléctrica. ; Como se compara esto
con el valor experimental de —79eV? ;Cuan fuerte es la interaccién electréon-electron?

0.0.4. Solucién

15 orbatal

o @ o
Z=2 I~

En el He hay dos electrones y un nucleo de carga positiva +2e. Ambos electrones ocupan el
mismo orbital, por lo que tienen la misma distribucién espacial (n, [, m;). Los dos electrones, sin
embargo, tienen spins opuestos (debido al Principio de Exclusién de Pauli). Sea a la distancia
donde la densidad de probabilidad es méxima. Esta se relaciona con el radio de Bohr (ap) segun:

Qo

-0 9
0= 9
La energia en eV de un electrén sera:
13,6eV
E, = —TZQ (10)

Donde n=1 corresponde al estado fundamental. Hasta aqui no se ha tomado en cuenta la
energia de interaccion entre los electrones. El electron ve una carga neta de +2e en el nucleo,
es decir, Z=2. Si el electrén esta en el estado fundamental:

_13,66V22

b, = E

= —54,4¢eV (11)
Que es idéntica a la energia del otro electron Es. Por lo tanto,
Eiw = F+ Ey = —108,8¢eV (12)

Como esperabamos, este valor es negativo, que corresponde a una fuerza atractiva entre cargas
de signo opuesto. Nuestro valor difiere del valor experimental ya que se ha despreciado la energia
de interaccién entre los electrones, que vendra dada por:

Eeoe=Fupy— Ejpy = 29,8¢V (13)

Como se esperaba, es positiva que corresponde a una repulsion. Estimemos de otra manera
esta energia de interaccién: Ambos electrones ocupan el mismo orbital, luego, tienen en prome-
dio la misma distribucion espacial. Los electrones trataran de evitarse: cuando uno esté en el



extremo izquierdo el otro estara al derecho y vice versa. El radio més probable para un estado
1s con Z=2 sera:
a=ag/Z = (529 x107'1)/2 = 2,645 x 10~ ''m (14)

Asi, la energia potencial podemos estimarla segun:

2

q
Ep = den(2a) (15)
_ (1,602 x 10719 )2 1 (16)
47(8,854 x 10-12 F/m)(2 x 2,645 x 10-11) 1,602 x 10-19 J/eV/
—27,2¢eV (17)

Cercano al valor encontrado anteriormente.

0.0.5. Problema 3

Ciertos pigmentos organicos ! estdn constituidos de iones lineales, a lo largo de los cuales los
electrones se desplazan libremente. Estos iones forman una structura lineal del tipo:

(CH,..CH..CH..CH..CHy)~

que contiene un nimero impar n de atomos de carbono equidistantes separados por una dis-
tancia d = 1,40 A. En esta estructura, se puede considerar que n + 1 electrones se mueven
independientemente en una barrera de potencial unidimensional infinita de largo L,, = nd

Viz)=oc0 si <00 ax>L, ; V(x)=0s 0<zx<L,

(En realidad, para considerar efectos de borde uno escribe L,, = (n —1)d + 2b, y experimen-
talmente resulta adecuado tomar b = d/2.
a) Cuadles son los de energia e de un electrén en este potencial?
b) A causa del principio de Pauli, pueden haber méaximo 2 electrones por nivel de energia. Cuél
es entonces la energia Fy del estado fundamental y la energia E; del primer estado excitado del
conjunto de n + 1 electrones? (Considere S k2 = N(N + 1)(2N +1)/6 )
c¢) Cudl es la longitud de onda A, de la luz absorbida cuando ocurre una transicién desde el
estado fundamental al primer estado excitado del sistema?. (Recuerdo: la longitud de onda de
compton es A\, = h/(m.c) = 2,426 1072 A)
d) Se observa experimentalmente que los iones n = 9, n = 11 y n = 13 absorben respectivamente
en el azul (\g &= 4700 A), el amarillo anaranjado (A1; &~ 6000 A) y el rojo (A3 ~ 7300 A).
Como funciona el modelo?
e) Los iones n < 7 son colorados?

0.0.6. Solucién

a) La ecuaciéon de Schrodinguer es:

K2 d?
d? 2me
a2V T vl =0

'Wiki: Un pigmento es un material que cambia el color de la luz que refleja como resultado de la absorcién
selectiva del color



Llamando k = v/2me/h, la solucién general es de la forma:

Y(x) = Asinkx + B cos kx
La condicién de borde 1(0) = 0 implica B =0, y ¢(L,,) = 0 impone:
k
sinkL, =0, kK= L—W k={1,2...}

Es decir, los valores de k (y por lo tanto de la energfa ¢) estdn cuantizados. Se tiene:

B2, Rk

Ep = —Kp = ———
om F 2mL2’

k=1,2,..

b) Sélo dos electrones pueden ocupar un nivel de energia, y se tienen n + 1 electrones (con
n impar). El estado fundamental se obtiene colocando estos n + 1 electrones en los niveles més

bajos de energia posible. Esto es: 2 electrones en el nivel k-ésimo, con k = 1,2, ..., (n+1)/2. La
energia del estado fundamental es entonces:

22 (n+1)/2
By =2 Z &k = 2 Z k?
— mL

R2r? 1 n+1 n-+3 h2n?
EO_ngé{( 5 )( 5 )(n—|—2)}—24mL?L(n—|—1)(n+2)(n—|—3)

El primer estado excitado se obtiene exitando a uno de los 2 electrones de mayor energia
Ema1)/2) al siguiente estado. Entonces:
(n+1)/ g

T2 h? n+1 2 n+1\° w2h%(n + 2)
E =FE 1) — — By ——
! °+2ng{( 2 +> ( 2 ) Ty

b) Se tiene
w2 h?(n + 2)
hv =h—=FE, — Ey=
Y ! 0 2mlL?
2mL? 8mimn?d?
A= hc = hc
m2h%(n + 2) m2h2(n + 2)
\ 8mec , n? _ 8d* n?

h  (n+2) An+2

Parad=14 A, A\, =2,426 1072 A

2
n

A 1
n+2 (18)

d) A partir de 18 se obtiene A\g = 4760 A, M1 = 6020 A, A3 = 7280 A, en buen acuerdo
con los resultados experimentales.

A = 646,33




e) Se puede mostrar que n?/(n + 2) es una funcién creciente en n (Evaluar la derivada de
2?/(x + 2) para z > 1). Ademais:

A, =3520 A ultravioleta

Es decir, los iones con n < 7 no absorben en el visible y por lo tanto no tienen coloracion.

0.0.7. Problema 4

Considere los estados ligados estacionarios de una particula de masa m en el pozo de po-
tencial:

V=00 para <0, V==V para 0<x<a, V=0 para x>a

Uno escribe la funcién de onda de un estado ligado (£ < 0)

Y(z) = Asinkr para z<a, ¢(z)=Be ** para x>a

a) Justifique brevemente esta expresion para las funciones de onda, y exprese k, K en términos
de E'y Vj

b) Escriba las condiciones de continuidad en x = a. Deduzca la condicién de cuantificacién.
Existen estados ligados para cualqueir valor de V{?

¢) Se utiliza este modelo para describir la interaccién nuclear entre un neutrén y un protén. La
experiencia muestra que existe solo un estado ligado, el deuterén. Deduzca que Vj estéd acotado
entre dos limites Vi ¥ Vinae que se deben calcular en MeV (1 MeV = 105 eV). Se toma
a=2 107" m =2 fm.Lamasa m es la masa reducida m = m,m,/(m,+m,) ~ m,/2. Esto
da me? ~ 470 MeV,y he ~ 197 MeV fm

d) Cudl es la energia de ligazén para Vy = V,;,7 La energia de ligazén del deuterén es
Eq = —22 MeV. Utilize el hecho de que |Ey4| es pequeno comparado a V,,;, para linealizar las
ecuaciones y calcular Vj.

0.0.8. Solucion

a) La ecuacién de Schrodinguer independiente del tiempo es:

h? d?
o 4t (z) + V(z)(r) = Ey(x)
Para 0 <z < a:
h2 2
—5 0 (z) = Vou(x) = EY(z)
d? 2
() + 25 (Vo + B)b(a) = 0

La solucion general es:

con k = 3/2m(Vy + E)

Para x > a, se tiene:



B & ) = B

2m dx?

d? 2mE
() + (@) = 0

Como F < 0, la solucion general es:

Y(x > a) = Bef® + B'e ™K@

con K = %\/—QmE . Las condiciones en los extremos son:
¥(0)=0 y ¥(0)=0
La primera de ella impone A + A" = 0, lo que significa:

(0 <z <a)= Asinkx

donde se ha redefinido la constante A. La condicién en el infinito significa B" = 0. Final-
mente se tiene:

0 z <0
Y(r) =< Asinkzx 0<z<a
Be K= T >a
1 1
k:ﬁ\/ 2m<‘/0+E), K:ﬁ\/ —2mkE

b) En x = a la funcién de onda y su derivada son continuas, esto significa:

Asinka = Be K¢

Ak coska = —BKe K¢

Dividiendo ambas y multiplicando por a:
kacotgka = —Ka (19)

Con
K?a® + k*a® = 2mVya® /h? (20)

El sistema 19 y 20 no se puede resolver analiticamente. Sin embargo, el niimero de soluciones
puede ser encontrado facilmente de forma grafica, definiendo y = Ka, x = ka, entonces:

y=—xcotgx, y*+2?=2mVya®/h?

Las soluciones (que son finitas en nimero) se obtienen intersectando en el primer cuadrante
del plano z — y la circunferencia de radio r = v/2mVya/h, con la curva y = —z cotgzx. En la
siguiente figura se muestra el caso para r = 11, donde hay 3 soluciones.

Esta tdltima funcién es negativa para x < 7/2, se anula en z = 7/2 y diverge para x = .
(Esta comportamiento se reproduce cualitativamente con un periodo igual a 7). Se deduce que
si el radio de la circunferencia es menor que 7/2, no existe solucién y por lo tanto no existe
ningun estado ligado. Es decir, s6lo hay estados ligados si:



VomVya?h? > g

c¢) Hay 1n solo estado ligado si se cumple 7/2 < r < 37/2, es decir:
T Vv2mVya? < 3T
2 h -2
Es decir, szn S % S Vmax; con
22 2 (he)2 2 1972
mh 7 (he)” T o5 ey

vmin = - 5 — -
8ma?  8a? mc? 8 22 470

Vmax = gvmzn

d) Si V' = Vjn, se tiene una sola solucién con y = 0, equivalentemente K = E = 0. Que
un desarrollo a primer

|E4| sea pequeno significa V' ~ Vj. Usando entonces que x = ka ~ 7,

orden en serie de Taylor da:

d
Ka = —kacotg k ka — /2
a d(ka)( a cotg ka) ka:ﬂﬂ( a—7/2)
Ka— kasec? ka (ha — /2)—7T(k; B /2)_am
“= tan® ka ka=n/2 a7 2 a-T kK m
y
a
ka%ﬁ 2mVj
Finalmente:
a T /a s
Y E:-(—\/z ——)
v oamb =g (pveamh g
2
—a\/—QmE—i——:2 2mVj
wh 2 h
Voo 2T 20 e~ 350 Mev
" oma2 |2 ' 7h m D ¢

La siguiente figura muestra la funciéon de onda para el deuterdén, la linea vertical blanca

indica x = 2 (fm).
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Problema 5
Los niveles de energia de los estados con simetria esférica del atomo de hidrégeno se ob-
tienen por el calculo unidimensional siguiente. Considere un electrén de masa m en un potencial
2
1., con e la carga elemen-
TEQ

0.0.9.
V(z)talque V=00siz <0,V =—-A/zsiz >0, donde A =
= 1/137 (constante de estructura fina), donde c es la velocidad de la luz.

62
4meghc
a) Muestre que la funcién de onda ¥ (r) = Cre /% para x > 0y ¥(z) = 0 para z < 0 es

tal. Se define o =
funcién propia del hamiltoniano para un valor de a que se debe determinar. Calcule el valor

propio E correspondiente, expréselo en términos de a,m, o, h 'y c.
b) Calcule numéricamente F y a. Utilize mc? = 5,11 x 105 eV y hic = 197 eV nm.

c¢) Determine la constante de normalizacién C' en funcién de a.

0.0.10. Solucién
a) El operador hamiltoniano en este caso es:
. R 4> A
H =p*/2 V(Z)=——-— — —
p/2m + V(7) 2mdx?
C
_xefx/a

Se tiene, para 1 (z) = Cxe /%
i {Cme’x/“} = Ce /o —
dz a
1
()

2C C 2
— oy —Qxe_f”/a =——(z) + =
a a ax a

d2 —x/a
E{Cxe /}

Por lo tanto:
- h? h?
H — _ N
9(@) =~ (a) — 5 —9(@) — ()
Si se cumple A = h?/(ma), entonces:
N h?
H = — =F
U(w) =~ 0(a) = B(x)
La energia asociada a este estado es:
o _ h? 7_mA27_ me?
T 2ma?  2R2 2(4mey)2h2

Finalmente:
9



mce mca
E=— —
2(4meghc)? 2
b) Tenemos:
h? Amegh? h
a = = =
mA me? amce
he 197 eV nm
=137T— = 137T————F— = 0,053nm ~ A
“ me? 11 x 105 oy uasnm ~ 0.5
y
mc2a? 5,11 x 10°
E=- = = =—13,6 eV
2 2 (137)2 v e
a = ag es el radio de Bohr, £ = —13,6 eV es la energia de ionizacion del atomo de Hidrégeno:

Y(z) es el estado fundamental de un electrén en el dtomo de Hidrégeno.

c¢) La condicién de normalizacién para la funcién de onda ) es:

[z w@P = [ e P =1

0
Se tiene

/ dx C?x2e 22/ = C’2/ dx x2e 2%/
0 0

Consideremos la integral:

luego:

5 /OO dz pe~ /e — _ 2
0

A a S 2x2
d2[ 4 = 2 —2X\z/a a
W = g ; dl’ xr e = E

Evaluando esta ultima identidad en A = 1:

00 Cl3
/ dr z?e™%/e = —
0

Se deduce:

) CQ a3

[ dn @l === =1

10




La constante de normalizacién vale:

1. Cristalografia

El sistema cubico de cristales es un sistema cristalino donde celda unitaria tiene forma de
cubo. Esta se repite indefinidamente a lo largo de todo el material. En general, hay 3 variedades
de cristales: Cibico Simple (SC), Cibico de cuerpo centrado (BCC) y cibico de caras centrado
(FCC). En el caso SC cada vértice del cubo posee un dtomo, es decir en la celda unitaria hay
ocho octavos de atomo, es decir 1 atomo por cubo.

Figura 1: Sistema cibico simple

En el caso BCC se puede encontrar atomos en los vértices y uno en el centro, es decir por celda
unitaria hay 2 atomos:

Figura 2: Malla elemental del arreglo BCC

Por dltimo, el caso FCC (Ar, Ag, Al, Au, Co, Cu) tiene dtomos en cada vértice y en los centros
de las caras, dando un total de 4 atomos por celda (ocho octavos de los vértices y 6 medios por

las caras).

Figura 3: Estructura cristalina de cara centrada (FCC)

11



2. Postulados de la mecanica cuantica
Resumen

1. La descripcion del estado de una particula en el espacio se logra por una funcién de onda
(%, t) donde su médulo cuadrado da la densidad de probabilidad de prescencia en el
punto & al instante ¢.

2. La evolucién en el tiempo de la funcién de onda de una particula colocada en un potencial
V(r) se obtiene a partir de la ecuaciéon de Schrodinguer:

(1) = B )

donde el observable energia H , 0 hamiltoniano del sistema, es:

X R,
H=—"
QmV + V(r)

3. Para un sistema aislado en un potencial independiente del tiempo, los estados estacionar-
ios son los estados propios de la energia, con una funcién de onda de la forma:

Y(F,t) = Ya(@)e Bt

donde 1, es una solucién normada ( [ps d°x [1a|* = 1) de la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo:

Hipo (%) = Entba(2)

La evolucion en el tiempo de toda funcién de onda ¢ (%, t) se escribe inmediatamente una
vez conocidas las soluciones estacionarias:

(T, t) = Z C’ae_iEat/hwa(f), con C, = / dx Y (Z)(Z,t = 0)
o RS

12



3.

Constantes y propiedades

Resistividad en ohm-metros, medidos a 1 atm y a 20° C:

Material | Resistividad Material | Resistividad
Conductor Semi-Conductores
Plata | 1,59 x 1078 Agua Salada | 4,4 x 1072
Cobre | 1,68 x 1078 Germanio | 4,6 x 107!
Oro | 2,21 x 1078 Diamante 2,7
Aluminio | 2,65 x 1078 Silicio 2,5 x 10°
Hierro | 9,61 x 1078 Aislantes
Mercurio | 9,58 x 1077 Agua pura 2,5 x 10°
Nicromo | 1,00 x 107° Madera 108 — 101!
Manganeso | 1,44 x 107° Vidrio | 10 — 10
Grafito | 1,4 x107° Cuarzo ~ 10'°
Susceptibilidades magnéticas a 1 atm y 20°C:
Material | Susceptibilidad Material | Susceptibilidad
Diamagnetico Paramagnetico
Bismuto —1,6 x 1074 Oxigeno 1,9 x 10°°
Oro —3,4x107° Sodio 8,5 x 107°
Plata —2,4 x107° Aluminio 2,1 x107°
Cobre —9,7x 107 Tungsteno 7,8 x 107°
Agua —9,0 x 107 Platinio 2,8 x 107*
COq —1,2 x 107® | Oxigeno liquido (-200 °C) 3,9 x 1073
Hidrégeno —2,2x 107 Gadolinio 4,8 x 1071
Constantes dieléctricas, a 1 atm y 20 °C:
Material | Constante Dieléctrica Material | Constante Dieléctrica
Vacio 1 Benceno 2,28
Helio 1,000065 Diamante 5,7
Neon 1,00013 Sal 5,9
Hidrogeno 1,00025 Silicio 11,8
Argén 1,00052 Metanol 33
Aire(seco) 1,00054 Agua 80,1
Nitrégeno 1,00055 | Hielo(30°C) 99
Vapor de agua (100°C) 1,00587 | KTaNbOs 34 000

Algunas unidades y constantes fundamentales:

13




Unidades

Angstrom
Fermi
ElectronVolt

1A =10"""m (~ tamarno de un dtomo)
10~m (~ tamaiio de un ntcleo)

1fm =

leV =1,60218 10719

Constantes Fundamentales

Constante de Planck
Cte. Planck h-barra
Velocidad de la luz
Permeabilidad del vacio
Constante de Boltzmann
Numero de Avogadro
Carga del electrén
Masa del electrén
Masa del proton

h = 6,626110734Js
h=h/2r=1,05410"3*Js
c=299792458 m/s
po = 471077 v equoc® =1
kp=1,38107BJK!
N4 = 6,022110%
¢ = —1,6021071C
me = 9,1094 1073 kg
m, =1,67210"*"kg
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